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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ КАСКАДА СОРБЦИОННЫХ 
АППАРАТОВ ПРИ ПОГЛОЩЕНИИ СМЕСИ ВЕЩЕСТВ 
Бондаренко Л.Н., к.ф.-м.н., доцент, Жук П.Ф., д.ф.м.н., доцент 
Херсонский юридический институт 
Предложена математическая модель, базирующаяся на уравнениях неравновесной динамики сорбции 
и описывающая процесс поглощения смеси веществ из потока в каскаде последовательно 
соединенных сорбционных аппаратов. Доказано существование и единственность ее решения, 
найдено необходимое условие существования установившегося режима работы каскада и дана его 
характеристика в рамках предложенной математической модели. Результаты работы могут быть 
использованы при расчете и оптимизации каскадов. Библ. 6 назв. 
Ключевые слова: математическая модель, пространство, оператор, неподвижная точка, сорбция, 
каскад аппаратов, установившийся режим. 
Бондаренко Л.М., Жук П.Ф.  МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ КАСКАДУ СОРБЦІЙНИХ АПАРАТІВ ПРИ 
ПОГЛИНАННІ СУМІШІ РЕЧОВИН / Херсонський юридичний інститут, Україна 
Запропоновано математичну модель, що базується на рівняннях нерівновісної динаміки сорбції й 
описує процес поглинання суміші речовин із потоку в каскаді послідовно сполучених сорбційних 
апаратів. Доведено існування й єдиність її розвязку, знайдена необхідна умова існування сталого 
режиму роботи каскаду і дана його характеристика в рамках запропонованої математичної моделі. 
Результати роботи можуть бути використані для розрахунку й оптимізації каскадів. Бібл. 6 назв. 
Ключові слова: математична модель, простір, оператор, нерухома точка, сорбція, каскад апаратів, 
сталий режим. 
Bondarenko L.N., Zhuk P.F.  MATHEMATICAL MODEL OF CASCADES OF SORPTION APPARATUS 
UNDER MIXTURE ABSORPTION / Kherson law Institute,  Ukraine 
Mathematical model based on the equations of disbalanced dynamics of sorption and described the process 
mixture absorption from fluid in cascades of consecutive-joint apparatus in presented. The existence and the 
uniqueness of this models solution are proved. The necessary condition for existence of limit operating 
conditions of the cascades has been found. The characteristic of the cascades is given within the framework 
of a mathematical model. The results of this work are applicable for computation and optimisation. 
Key words: mathematical model, space, operator, fixed point, sorption, apparatus cascades, limit operating 
conditions. 
ВВЕДЕНИЕ 
Каскад последовательно соединенных сорбционных аппаратов находит весьма эффективное применение 
при поглощении из потока смеси веществ (см., например, [1, 2]). Его расчет и оптимизация сводится в 
основном к определению установившегося режима работы. Поэтому теоретический и практический 
интерес представляют лишь те математические модели каскада, которые позволяют описывать 
указанный режим. 
В случае одного вещества в статьях [3, 4] доказано существование и дана характеристика 
установившегося режима работы каскада в рамках математической модели неравновесной динамики 
сорбции. При поглощении смеси веществ подобные исследования не проводились, а в качестве 
установившегося режима рассматривалось состояние каскада после нескольких циклов (см. [5, 7]). 
Цель данной работы состоит в распространении результатов, полученных в статьях [3, 4], на процесс 
сорбции смеси веществ в каскаде аппаратов. 
1. ФОРМУЛИРОВКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
Рассмотрим каскад, состоящий из  последовательно соединенных аппаратов с неподвижным слоем 
сорбента длины , на вход которого поступает поток смеси  сорбируемых веществ с постоянными 
(равными ) концентрациями и постоянной (равной 1 ) линейной скоростью. 
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где ,  номер аппарата, отсчитываемый от входа в каскад,  
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Вектор-функции )(tikψ , )(xikϕ , задающие соответственно граничное и начальное условия задачи Гурса 




































rrϕ  (1.3) 
где )...,,( 0010 mccc =
r
  вектор, составленный из концентраций веществ на входе каскада. Условие (1.2) 
выражает тот факт, что на вход каскада подается поток сорбируемых веществ с постоянными 
концентрациями , и что вещества непрерывно распределены в потоке. Условие mj ...,,1=c j ,0 0)(1 =xiϕ
r
 
означает, что в начале первого цикла каскад свободен от сорбируемых веществ. Условия 
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 отражают способ перестройки каскада в момент переключения: 




Таким образом, математическая модель каскада  последовательно соединенных аппаратов с 
неподвижным слоем сорбента, на вход которого поступает поток смеси  сорбируемых веществ с 
постоянными концентрациями, представляет собой бесконечное множество задач Гурса (1.1) с 








 с неотрицательными компонентами, непрерывные вместе со своими частными производными 
tikа )′xikс (,)( ′
rr
 в прямоугольнике , удовлетворяющие соотношениям (1.1), а также условиям 
согласования (1.2), (1.3). 
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2. РАЗРЕШИМОСТЬ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
Пусть - вещественное -мерное пространство векторов со стандартной  нормою, - его конус, 
состоящий из векторов с неотрицательными компонентами,  ,  вещественные 
банаховы пространства со стандартными нормами, состоящие из непрерывных -мерных вектор-
функций, определенных соответственно на множествах , , , а , C ,  
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Доказательство. Обозначим через G  расширение вектор-функции F
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Предположим противное: существует точка  и индекс  такие, что  
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для любого ),0( ετ ∈  противоречие с определением точки . Лемма доказана. ),( min
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Из леммы 1 вытекает существование непрерывного разрешающего оператора R  задачи (2.1), 
задаваемого формулой ),( ca
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. Обозначим . DASP =
Решение математической модели (1.1)  (1.3) в операторном виде задается формулами 
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- вектор-функция, задающая начальное состояние каскада, а kA
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 вектор-функции, описывающие процесс сорбции в каскаде на -ом цикле. Из 










 корректно определены. Таким образом, доказана 
r r
Теорема 1. Если mRc +∈0 , ℑ∈F , то решение математической модели (1.1)  (1.3) существует и 
единственно. 
3. СУЩЕСТВОВАНИЕ УСТАНОВИВШЕГОСЯ РЕЖИМА РАБОТЫ КАСКАДА 
Пусть , . Обозначим через  множество вектор-функций 0>q nlL = qM ,ℑ ,ℑ∈F
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 удовлетворяющих 
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Первого слагаемого в правой части (3.3) оцениваем сверху с помощью неравенства (3.1) величиной 
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. Следовательно, в качестве  в 
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 в пространстве , 
поэтому при указанных выше предположениях установившийся режим работы каскада в рамках 
используемой математической модели (1.1)  (1.3) существует и описывается системой уравнений (3.4) 
 (3.5). Таким образом, имеет место 
nmC )(Π
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 описывают установившийся 
режим работы каскада и являются решениями n  задач Гурса (3.4) с условиями согласования (3.5), где 
∞Φ
r
- неподвижная точка оператора P.  
Так как установившийся режим работы каскада определяется неподвижной точкой оператора  то 
определенный интерес представляют условия существования этих точек.  
P,
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ΩP ⊆ Ω . Действительно, если Ω∈Φ , то Φ ∈ kΩ  для некоторого номера . Но тогда, очевидно, k
Φ
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P ∈ Ω 1+k ⊆ Ω . 
Множество вектор-функций  равномерно ограничено числом Ω α . Действительно, в противном; случае 
для некоторой ограниченной числом α  вектор-функция Ω∈Φ
r
 имеет место Φ
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P > α . Но тогда 
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C . Аналогично п. 2 устанавливаем, что ),( txai
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получаем оценки: ),( txci
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следует, что ),( Txai
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Из равномерной ограниченности и равностепенной непрерывности множества вектор-функций  
следует, что его замыкание 
Ω
Ω , в силу теоремы Арцела, компактно в пространстве . Таким 
образом, оператор  непрерывно отображает компактное и выпуклое множество 
nmlC ],0[
P Ω  в себя, а поэтому, в 
силу теоремы Шаудера, имеет по крайней мере одну неподвижную точку. Теорема доказана. 
Замечание. Теорема 3 устанавливает условия существования неподвижной точки оператора  но вопрос 
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